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摘要

本调研小论文是对高道能老师上课时提到的正则量子化的完善和补充。我们在课上只学习

了《An Introduction to Quantum Field Theory》(Peskin and Schroeder)书上关于实标量场，

复标量场和狄拉克旋量场的正则量子化方法，但是在使用正则量子化方法来量子化矢量场的时

候，我们遇到了一些困难。本文中，笔者就试图通过查阅资料来解决它们，使得我们的知识框

架中关于正则量子化的理论体系更加完善。

1 无质量矢量场的正则量子化

我们在上课时谈到自由场的正则量子化的时候，主要讨论了标量场和旋量场的正则量子

化。很自然的，我们想要延续以上套路来进行，不过我们这里只考虑一个不失一般性的特殊

无质量矢量场：自由电磁场。

首先，我们很容易的可以知道它的拉格朗日量：

LMaxwell 挽 −
挱

挴
F µνFµν

挽 −挱

挴
挨∂µAν − ∂νAµ挩挨∂µAν − ∂νAµ挩

挽 −挱

挲
挨∂µAν − ∂νAµ挩∂µAν 挨挱挩

这里，我们有F µν 挽 ∂µAν − ∂νAµ挮
然后我们可以写出场Aµ的共轭动量如下：

π0 挽
∂L
∂ 损A0

挽 −挱

挲
挨挨δ0µδ

0
ν − δ0νδ0µ挩∂µAν − Fµνgµ0gν0挩

挽 挰 挨挲捡挩

πi 挽
∂L
∂ 损Ai

挽 −挱

挲
挨挨δ0µδ

i
ν − δ0νδiµ挩∂µAν − Fµνgµ0gνi挩

挽 −F 0i 挽 Ei 挨挲换挩

挱
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而根据电磁学结论，在真空中，电场满足约束方程：

∇ ·E 挽 挰 挨挳挩

这点与经典是对应的，因为以上对挴个正则动量一共有两个约束，光场也只有两个横向极化。

但是这样的话，就造成了如下后果：

捛A0挨x挩, π0挨y挩捝|x0=y0 挽 挰

这与场的正则量子化条件捛A0挨x挩, π0挨y挩捝|x0=y0 挽 iδ挨x − y挩直觉上是相矛盾的，这是因为我们

没有选取任何规范。所以下面我们将选取最为常见的捌捯捲捥据捴捺规范：

∂µA
µ 挽 挰 挨挴挩

它将会保证协变性。当然，规范是可以任意选取的，因为拉氏量在不同规范下是不变的。

1.1 正则量子化

在引入规范∂µA
µ 挽 挰后，可以将拉氏量改写：

LMaxwell 挽 −
挱

挲
挨∂µAν − ∂νAµ挩∂µAν

挽 −挱

挲
∂µAν∂

µAν 挫
挱

挲
挨∂ν挨Aµ∂

µAν挩−Aµ∂ν∂µAν挩

挽 −挱

挲
∂µAν∂

µAν − 挱

挲
Aµ∂ν∂

µAν

挽 −挱

挲
∂µAν∂

µAν 挨挵挩

这里，我们忽略了全微分项，它并不影响拉氏量；而且使用了捌捯捲捥据捴捺规范条件。

由此，可以很简单的求得正则动量：

πµ 挽
∂L
∂ 损Aµ

挽 −挱

挲
挨δ0αδ

µ
β∂

αAβ 挫 ∂αAβg
α0gβµ挩

挽 −挱

挲
挨 损Aµ 挫 ∂0Aµ挩

挽 − 损Aµ 挨挶挩

如果我们承认正则量子化条件，就会有以下的结果：

捛Aµ挨x挩, πν挨y挩捝|x0=y0 挽 igµνδ(3)挨x− y挩 挨挷捡挩

捛Aµ挨x挩, Aν挨y挩捝|x0=y0 挽 捛πµ挨x挩, πν挨y挩捝|x0=y0 挽 挰 挨挷换挩

或者将πµ的表达式代入其中，

捛Aµ挨x挩, 损Aν挨y挩捝|x0=y0 挽 −igµνδ(3)挨x− y挩 挨挸捡挩

捛Aµ挨x挩, Aν挨y挩捝|x0=y0 挽 捛 损Aµ挨x挩, 损Aν挨y挩捝|x0=y0 挽 挰 挨挸换挩

此外，我们又有以下：

∂µF
µν 挽 挰
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⇒ ∂µ挨∂
µAν − ∂νAµ挩 挽 挰

⇒ ∂2Aν − ∂ν∂µAµ 挽 挰

⇒ ∂2Aν 挽 挰 挨挹挩

其中，我们使用了捌捯捲捥据捴捺规范条件，而且由结果可以看见，零质量矢量场各个分量满足的方

程正是当m 挽 挰时的捋捬捥捩据挭捇捯捲捤捯据方程。那么它的解也可以模仿捋挭捇方程的解写出。但是这里

有些细节值得注意：由于这里的矢量场各个分量都带有指标，所以平面波的展开系数ap, a
†
p都

是和分量相关的。

所以先试探性的写出解：

Aµ挨x挩 挽

∫
d3p

挨挲π挩3
挱√
挲Ep

挨cµpe
−ip·x 挫 挨cµp挩

†eip·x挩 挨挱挰挩

注意到以上规范也可以取为捃捯捵捬捯捭换规范：

A0 挽 挰,∇ ·A 挽 挰 挨挱挱挩

此时写出的矢量场各分量满足的方程：

∂µF
µν 挽 挰

⇒ ∂µ挨∂
µAν − ∂νAµ挩 挽 挰

⇒ ∂2Aν − ∂ν∂µAµ 挽 挰

⇒ ∂2Aν − ∂ν挨 损A0 挫∇ ·A挩 挽 挰

⇒ ∂2Aν 挽 挰 挨挱挲挩

仍然是捋捬捥捩据挭捇捯捲捤捯据方程。那么，我们可以直接写出它的一个特解：

A挨x挩 挽

∫
d3p

挨挲π挩3
~ξ挨p挩eip·x 挨挱挳挩

但是由于捃捯捵捬捯捭换规范∇ ·A 挽 挰我们可以得出：

~ξ挨p挩 · ~p 挽 挰 挨挱挴挩

这里，矢量~ξ总是与光子动量方向挨传播方向挩是垂直的，而考虑到光子的极化特性，我们有理

由认为，这就是光子的极化矢量的线性组合。

所以，可以将~ξ分解成为两个相互正交的基的线性叠加，它们满足正交归一：

~εr挨p挩 · ~εs挨p挩 挽 δrs, r, s 挽 挱, 挲 挨挱挵挩

有了这种想法后，我们可以重新考察光子传播方向的地位，把它作为极化矢量中的一员，共

同用来描述光子的极化传播特性。于是，我们就有了捃捯捵捬捯捭换规范下的极化矢量：

{ε1, ε2, ε3} 挨挱挶挩

其中，

ε1 挽 挨挱, 挰, 挰挩T , ε2 挽 挨挰, 挱, 挰挩T , ε3 挽
p

|p|
挽 挨挰, 挰, 挱挩T 挨挱挷挩
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这里，我们将光子的传播方向取为了捺方向，横向极化限制在了捸捹平面中，不难发现这组极化

矢量是彼此相互正交的：

εr · εs 挽 δrs, r, s 挽 挱, 挲, 挳 挨挱挸挩

现在再次回到捌捯捲捥据捴捺规范上来，由于场分量的平面波展开的分量系数也应当反映出光子

的极化特性，而且分量反映了四维的协变特性，所以极化分量应当具有以下的捌捯捲捥据捴捺协变

性：

~εµ · ~εν 挽 εµ0ε
0
ν 挫 εµ1ε

1
ν 挫 εµ2ε

2
ν 挫 εµ3ε

3
ν

挽 grsε
r
µε
s
ν

挽 gµν , µ, ν 挽 挰, 挱, 挲, 挳 挨挱挹挩

这里的µ, ν是捌捯捲捥据捴捺指标，反映的是四维协变性。而r, s反映的是具体的极化方向。不同的极

化方向满足正交归一特性，这点是从三维情况直接推导出的。此外，还要满足不同极化矢量

之间的完备性关系：

εµr εµs 挽 grs, r, s 挽 挰, 挱, 挲, 挳 挨挲挰挩

这里的第零个极化可以取为四维新添加的那个方向的单位矢量，而另外三个只需将三维推广

到四维即可：

εµ0 挽 挨挱, 挰, 挰, 挰挩T , εµ1 挽 挨挰, 挱, 挰, 挰挩T , εµ2 挽 挨挰, 挰, 挱, 挰挩T , εµ3 挽 挨挰, 挰, 挰, 挱挩T 挨挲挱挩

所以，现在可以将平面波的展开系数确定下来：

cµp 挽

3∑
λ=0

εµλap 挨挲挲挩

这里极化矢量的下标λ表示的是极化方向，实际的情况需要对极化求和。所以可以将场分量写

成下式：

Aµ挨x挩 挽

∫
d3p

挨挲π挩3
挱√
挲Ep

3∑
λ=0

εµλ挨a
λ
pe
−ip·x 挫 aλ†p e

ip·x挩 挨挲挳挩

进一步的，可以写出场的正则动量算符：

πµ挨x挩 挽 − 损Aµ

挽

∫
d3p

挨挲π挩3
挨挫i挩

√
Ep

挲

3∑
λ=0

εµλ挨a
λ
pe
−ip·x − aλ†p eip·x挩 挨挲挴挩

基于以上，可以通过傅里叶逆变化给出产生湮灭算符的表示：首先，如果按平面波进行

展开，那么将可以发现平面波基之间的正交归一条件：

平面波基：φp挨x挩 挽
挱

挨挲π挩3
√

挲Ep

e−ip·x

正交归一化条件


∫
d3xφp挨x挩挨挫i挩

←→
∂0 φp′挨x挩 挽 挰∫

d3xφ∗p挨x挩挨挫i挩
←→
∂0 φp′挨x挩 挽

挱

挨挲π挩3
δ挨p− p′挩

挨挲挵挩
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这里，我们使用了记号：

A
←→
∂µB 挽 A∂µB − ∂µAB 挨挲挶挩

于是，我们可以可以根据平面波基的上述性质得出产生湮灭算符的表示，过程如下：

Aµ挨x挩 挽

∫
d3p

挨挲π挩3
挱√
挲Ep

3∑
λ=0

εµλ挨a
λ
pe
−ip·x 挫 aλ†p e

ip·x挩

挽

∫
d3p

3∑
λ=0

εµλ挨a
λ
pφp挨x挩 挫 aλ†p φ

∗
p挨x挩挩 挨挲挷挩

将上式的左右两侧分别作用
∫
d3x挨挫i挩

←→
∂0 φ

∗
p′挨x挩则有：∫

d3xAµ挨挫i挩
←→
∂0 φ

∗
p′挨x挩 挽

∫
d3p

3∑
λ=0

εµλa
λ
p

∫
d3xφp挨x挩挨挫i挩

←→
∂0 φ

∗
p′挨x挩

⇒
∫
d3xAµ挨挫i挩

←→
∂0 φ

∗
p′挨x挩 挽

∫
d3p

3∑
λ=0

εµλa
λ
p挨−

挱

挨挲π挩3
挩δ挨p− p′挩

⇒
3∑

λ=0

εµλa
λ
p 挽 挨挲π挩3

∫
d3xφ∗p′挨x挩挨挫i挩

←→
∂0A

µ 挨挲挸挩

由于极化矢量εµλ也具有正交归一性，所以在上式两边我们同时点乘矢量g
σλεσν我们可以解出ap：

gσλεσνε
µ
λa

λ
p 挽 挨挲π挩3

∫
d3xgσλεσνφ

∗
p′挨x挩挨挫i挩

←→
∂0A

µ

⇒ δµν a
λ
p 挽 gσλ挨挲π挩3

∫
d3xεσνφ

∗
p′挨x挩挨挫i挩

←→
∂0A

µ

⇒ aλp 挽 δνµg
σλ挨挲π挩3

∫
d3xεσνφ

∗
p′挨x挩挨挫i挩

←→
∂0A

µ

⇒ aλp 挽 gσλ挨挲π挩3
∫
d3xεσµφ

∗
p′挨x挩挨挫i挩

←→
∂0A

µ 挨挲挹挩

同理，我们可以得到a†p如下：

aλ†p 挽 gσλ挨挲π挩3
∫
d3xεσµφp′挨x挩挨−i挩

←→
∂0A

µ 挨挳挰挩

这里，φp挨x挩 挽
1

(2π)3
√

2Ep

e−ip·x挮整理后，可以得到它们的进一步表示：
aσp 挽 gσσ′

∫
d3xεσ

′

µ

ieip·x√
挲Ep

挨 损Aµ − iEpA
µ挩

a†σp 挽 gσσ′

∫
d3xεσ

′

µ

−ie−ip·x√
挲Ep

挨 损Aµ 挫 iEpA
µ挩

挨挳挱挩

然后，我们可以写出产生湮灭算符所满足的对易关系如下：

捛aσp, a
†
λp′ 捝 挽 gσσ′gλλ′

∫
d3xd3x′

ieip·x√
挲Ep

−ie−ip′·x′√
挲Ep′

εσ
′

µ ε
λ′

ν 捛 损Aµ − iEpA
µ, 损Aν 挫 iEp′Aν 捝

挽 gσσ′gλλ′

∫
d3xd3x′

ieip·x√
挲Ep

−ie−ip′·x′√
挲Ep′

εσ
′

µ ε
λ′

ν 挨−gµνEp′ − gµνEp挩δ
(3)挨x− x′挩
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挽 −gσσ′gλλ′gσ
′λ′

∫
d3x

ei(p−p
′)·x√

挴EpEp′
挨Ep′ 挫 Ep挩

挽 −gσλ挨挲π挩3δ(3)挨p− p′挩 挨挳挲挩

同理，也可以验证其他的对易关系都是挰挮

捛aσp, aλp′ 捝 挽 gσσ′gλλ′

∫
d3xd3x′

ieip·x√
挲Ep

−ie−ip′·x′√
挲Ep′

εσ
′

µ ε
λ′

ν 捛 损Aµ − iEpA
µ, 损Aν − iEp′Aν 捝

挽 gσσ′gλλ′

∫
d3xd3x′

ieip·x√
挲Ep

−ie−ip′·x′√
挲Ep′

εσ
′

µ ε
λ′

ν 挨gµνEp′ − gµνEp挩δ
(3)挨x− x′挩

挽 −gσσ′gλλ′gσ
′λ′

∫
d3x

ei(p−p
′)·x√

挴EpEp′
挨Ep′ − Ep挩

挽 挰 挨挳挳挩

捛a†σp, a
†
λp′ 捝 挽 gσσ′gλλ′

∫
d3xd3x′

ieip·x√
挲Ep

−ie−ip′·x′√
挲Ep′

εσ
′

µ ε
λ′

ν 捛 损Aµ 挫 iEpA
µ, 损Aν 挫 iEp′Aν 捝

挽 gσσ′gλλ′

∫
d3xd3x′

ieip·x√
挲Ep

−ie−ip′·x′√
挲Ep′

εσ
′

µ ε
λ′

ν 挨−gµνEp′ 挫 gµνEp挩δ
(3)挨x− x′挩

挽 −gσσ′gλλ′gσ
′λ′

∫
d3x

ei(p−p
′)·x√

挴EpEp′
挨−Ep′ 挫 Ep挩

挽 挰 挨挳挴挩

至此，我们可以说完成了电磁场的正则量子化。

1.2 一些困难

1.2.1 负模态

然而，以上的过程存在一些內禀的困难，首先就是当极化均为挰时的产生算符和湮灭算符

的正则对易关系给出了负值：

捛a0p, a
†
0p′ 捝 挽 −挱 · 挨挲π挩3δ(3)挨p− p′挩 挨挳挵挩

如果考虑到将a†0p′作用到真空态上将会有负模态出现：

|a†0p|挰 > |2 挽< 挰|a0pa†0p|挰 >挽< 挰|捛a0p, a†0p捝|挰 >

挽 −挱 · 挨挲π挩3δ(3)挨挰挩 < 挰 挨挳挶挩

这表示当极化取为第零个时，出现了非物理的东西！

这个困难是可以理解的，因为使用捌捯捲捥据捴捺规范的时候，我们已经将所有的极化都量子化

了，但是物理的极化只有挲个，即使考虑到极化之间由于捌捯捲捥据捴捺规范带来的约束使得极化的

自由度降为了挳，仍然有一个自由度是非物理的，这就在以上的对易关系中得以体现了出来。

我查阅资料后发现这挴个不同分量的极化的命名如下：第挰个极化称为标量极化或是类时

极化；第挱，挲个极化称为横向极化，正是我们平时所说的光子的极化；第挳个极化称为纵向极

化。实际的极化只有第挱，挲个是物理的，第挰，挳个极化都是非物理的。

然而，负模态毕竟是不可接受的！所以这确实是正则量子化中出现的巨大困难。
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1.2.2 能量正定性问题

我们现在考察能量问题：

H 挽 πµ 损Aµ − L 挽 − 损Aµ 损Aµ 挫
挱

挲
挨 损Aµ 损Aµ −∇Aν · ∇Aν挩

挽 −挱

挲
挨 损Aµ 损Aµ 挫∇Aν · ∇Aν挩 挨挳挷挩

所以体系哈密顿量：

H 挽

∫
d3xH 挽 −挱

挲

∫
d3x挨 损Aµ 损Aµ 挫∇Aν · ∇Aν挩

挽
挱

挲

∫
d3x

d3pd3q

挨挲π挩6
√

挴EpEq

3∑
λ=0

3∑
σ=0

εµλεσµ捛−EpEq − p · q捝挨aλpe−ip·x − aλ†p eip·x挩挨aσqe−iq·x − aσ†q eiq·x挩

挽
挱

挲

∫
d3x

d3pd3q

挨挲π挩6
√

挴EpEq

3∑
λ=0

3∑
σ=0

εµλεσµ捛−EpEq − p · q捝

挨aλpa
σ
qe
−i(p+q)·x − aλpaσ†q e−i(p−q)·x − aλ†p aσqe−i(p−q)·x 挫 aλ†p a

σ†
q e

i(p+q)·x挩

挽
挱

挲

∫
d3p

挨挲π挩3
√

挴EpEp

3∑
λ=0

3∑
σ=0

εµλεσµ捛挨E
2
p − p2挩挨aλpa

σ
−pe

−2iEpt 挫 aλ†p a
σ†
−pe

2iEpt挩− 挨E2
p 挫 p2挩挨aλpa

σ†
p 挫 aλ†p a

σ
p挩捝

挽
挱

挲

∫
d3p

挨挲π挩3挲Ep

3∑
λ=0

3∑
σ=0

εµλεσµ挨−挲E
2
p挩挨a

λ
pa

σ†
p 挫 aλ†p a

σ
p挩

挽 −挱

挲

∫
d3p

挨挲π挩3
Ep

3∑
λ=0

3∑
σ=0

gλσ挨a
λ†
p a

σ
p 挫 aλ†p a

σ
p挩

挽 −
∫

d3p

挨挲π挩3
Ep

3∑
λ=0

gλλa
λ†
p a

λ
q

挽

∫
d3p

挨挲π挩3
Ep挨

3∑
i=1

ai†p a
i
q − a0†p a0q挩 挨挳挸挩

其中，我们利用了产生湮灭算符的对易关系，并且像在标量场中一样忽略了零点能。

但是在上式中，哈密顿量并不总是正定的，因为a0†p a
0
q前面是符号，这个困难和狄拉克旋

量场中一开始我们遇到的困难是一致的，这再次说明上面的正则量子化过程是有问题的。

1.3 解决方法

对于此，理论物理学家捓捵捲捡捪 捎挮 捇捵捰捴捡和 捋捯据捲捡捤 捂捬捥捵捬捥捲在挱挹挵挰年各自独立地提出了同

一个解决方案，那就是重新考察捌捯捲捥据捴捺规范的物理含义。

由于我们一般而言都只是关心捈捩捬换捥捲捴空间中态矢而不是场算符的约束条件，因为物理中

一个力学量总是需要在两个态矢间求出矩阵元才可以得到最终可观测的，有实际物理意义的

量。所以对于场算符的约束∂µA
µ 挽 挰会不会有些太强了？

如果我们加稍稍削弱一点条件，使∂µA
µ作用在任何一个态矢上得到的结果是零矢量，也

就是：

∂µA
µ|按 >挽 挰 挨挳挹挩
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可不可以呢？

为此，可以把场算符分解成为两项，正如我们在使用捗捩捣捫定理时的那样：

Aµ挨x挩 挽 A(+)
µ 挨x挩 挫A(−)

µ 挨x挩

≡
∫

d3p

挨挲π挩3
挱√
挲Ep

3∑
λ=0

εµλa
λ
pe
−ip·x 挫

∫
d3p

挨挲π挩3
挱√
挲Ep

3∑
λ=0

εµλa
λ†
p e

ip·x 挨挴挰挩

那么，我们发现

A(+)
µ 挨x挩|挰 >挽 挰

但是 ∂µA(−)
µ 挨x挩|挰 >6挽 挰 挨挴挱挩

所以这样得到的真空态中仍然有非物理的成分。

为此，捇捵捰捴捡和捂捬捥捵捬捥捲建议，可以把以上条件再削弱一些，只是让∂µA
µ在两个态矢之间

的期望值是零。

< 按|∂µAµ|按 >挽 挰 挨挴挲挩

这个条件被称为 弱捌捯捲捥据捴捺规范条件 或者称为 捇捵捰捴捡挭捂捬捥捵捬捥捲条件 。

下面来具体考察这个条件的物理含义：仍然按照上面的公式将Aµ挨x挩分解成正负两项，那

么捇捵捰捴捡挭捂捬捥捵捬捥捲条件就变成了：

< 按|∂µAµ|按 >挽 挰

⇒< 按|∂µA(+)
µ |按 > 挫 < 按|∂µA(−)

µ |按 >挽 挰

⇒< 按|∂µA(+)
µ |按 > 挫 < 按|∂µA(+)

µ |按 >∗挽 挰

⇒< 按|∂µA(+)
µ |按 >挽 挰 挨挴挳挩

对于一个可观测量来说，如果在任何态下的平均值都为零，那么它作用在任何态上也都会得

到挰，即：

∂µA(+)
µ |按 >挽 挰 挨挴挴挩

那么

∂µA(+)
µ |按 >挽 挰

⇒
∫

d3p

挨挲π挩3
挱√
挲Ep

3∑
λ=0

εµλa
λ
p∂

µe−ip·x|按 >挽 挰

⇒
∫

d3p

挨挲π挩3
挱√
挲Ep

3∑
λ=0

挨−ipµ挩 · εµλaλpe−ip·x|按 >挽 挰 挨挴挵挩

由于光子的动量为pµ 挽 挨k, 挰, 挰, k挩那么带入后将会得到∫
d3p

挨挲π挩3
挱√
挲Ep

k挨a0p − a3p挩e−ip·x|按 >挽 挰

⇒ 挨a0p − a3p挩|按 >挽 挰 挨挴挶挩
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它的物理意义很明确，就是说对于任意的一个状态，光子的第零标量极化和第三纵向极化一

定会彼此消掉，它们要么成对存在，要么成对不存在，总之，它们的效果肯定是互相消去的，

看不到单独存在的标量光子和纵向光子。因此，光子场表现出来就是只有挲个横向极化。

在真空态下，如果要对某一个可观测量进行测量，那么相当于在这个态下对它求平均值，

由于相关算符总是呈现a†a的形式的组合，所以非物理的那两个极化总是可以消去。

接下来可以使用以上的方法来解决我们之前提到的量子化中的一些困难。由挨挴挶挩可知：

a0p|按 >挽 a3p|按 >

⇒ < 按|a0†p 挽< 按|a3†p
⇒ < 按|a0†p a0p|按 >挽< 按|a3†p a3p|按 > 挨挴挷挩

将上式用到哈密顿算符两边，我们将会得到：

< 按|H|按 > 挽< 按|
∫

d3p

挨挲π挩3
Ep挨

3∑
i=1

ai†p a
i
q − a0†p a0q挩|按 >

挽< 按|
∫

d3p

挨挲π挩3
Ep

2∑
i=1

ai†p a
i
q|按 > 挨挴挸挩

上式是大于挰的，这点表示作用在两个态矢之间，确实可以把非物理的极化消去，所以我们观

测的结果也都是和上述理论是相符的捻只有横向的光子才对物理的过程或可观测量有贡献。

为此，更常见的，通常也把哈密顿量的极化求和仅限于挱，挲横向极化：

H 挽

∫
d3p

挨挲π挩3
Ep挨

2∑
i=1

ai†p a
i
q挩 挨挴挹挩

对于动量，角动量等物理量，也可以有类似的过程，将非物理的极化消去，在这里由于

小论文时间所限，笔者没有精力进一步计算。

2 有质量矢量场的正则量子化

对于有质量的矢量场，我们需要在自由场的拉格朗日量中间添加一个质量项，正如标量

场中的质量项：

Lmassive 挽 −
挱

挴
F µνFµν 挫

挱

挲
m2
AA

µAµ 挨挵挰挩

这种场通过查阅资料可知，被称为 捐捲捯捣捡 场 我们可以写出它的拉格朗日方程如下：

∂µ挨
∂L

∂挨∂µAν挩
挩− ∂L

∂Aν
挽 挰

⇒ −∂µF µν −m2
AA

ν 挽 挰

⇒ ∂µF
µν 挫m2

AA
ν 挽 挰 挨挵挱挩

由于增加了质量项，拉格朗日量不再具有规范不变性，所以不能够选取一个规范，然后再试

图对运动方程简化，所以我们只能继续挖掘运动方程本身具有的约束。所以在方程两边同时

再求一次导数：

∂ν∂µF
µν 挫m2

A∂νA
ν 挽 挰
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⇒ ∂µ∂νF
νµ 挫m2

A∂νA
ν 挽 挰

⇒ ∂νA
ν 挽 挰 挨挵挲挩

这里的第二步是由于F µν的指标交换反对称，而∂µ∂ν的指标交换对称，所以二者相乘将给出

零的结果。

从上式可以看出，有质量的矢量场是自动满足类似于捌捯捲捥据捴捺规范的约束的。将上述约束

条件再带回拉格朗日方程中，可以得到：

∂µF
µν 挫m2

AA
ν 挽 挰

⇒ ∂µ挨∂
µAν − ∂νAµ挩 挫m2

AA
ν 挽 挰

⇒ ∂2Aν − ∂ν挨∂µAµ挩 挫m2
AA

ν 挽 挰

⇒ ∂2Aν 挫m2
AA

ν 挽 挰

⇒ 挨∂2 挫m2
A挩A

ν 挽 挰 挨挵挳挩

也就是说有质量矢量场的每个分量都满足捋捬捥捩据挭捇捯捲捤捯据方程。而且再加上本身就具有的约束

条件∂νA
ν 挽 挰，可以看到，一共只有三个独立的自由度。

接下来，和之前一样，可以写下正则动量：

πα 挽
∂L
∂ 损Aα

挽 −挱

挲
挨挨δ0µδ

α
ν − δ0νδαµ 挩∂µAν − Fµνgµ0gνα挩

挽 −F 0α 挨挵挴挩

这里，我们发现：

π0 挽 挰 挨挵挵挩

这点并不奇怪，因为这意味着只有第挱，挲，挳个动量才有物理意义。而对于场算符，由以上的

讨论已知确实只有挳个独立的场分量，所以这二者确实是契合的。但是由于A0未必是挰，所以

正则量子化条件可能需要修改。

2.1 正则量子化

类似的，我们可以先得到第挱，挲，挳分量的正则量子化条件：

捛Ai挨x挩, πj挨y挩捝|x0=y0 挽 igijδ(3)挨x− y挩 挨挵挶捡挩

捛Ai挨x挩, Aj挨y挩捝|x0=y0 挽 捛πµ挨x挩, πν挨y挩捝|x0=y0 挽 挰 挨挵挶换挩

对于第挰分量，需要重新考察，来修改具有协变性的正则量子化条件。

首先，由运动方程挨挵挱挩可知：

A0 挽 −∂µF
µ0

m2
挽 −∂µπ

µ

m2
挽 −∇ · π

m2
挨挵挷挩

且由约束条件挨挵挲挩

∂νA
ν 挽 挰⇒ 损A0 挽 −∇ ·A
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则有关于A0, Ai的正则对易关系：

捛A0挨x挩, Ai挨y挩捝|x0=y0 挽
挱

m2
捛∂x,jπ

j挨x挩, Ai挨y挩捝|x0=y0

挽− 挱

m2
∂x,j 捛π

j挨x挩, Ai挨y挩捝|x0=y0

挽
igij

m2
∂x,jδ

(3)挨x− y挩

挽
i

m2
∂ixδ

(3)挨x− y挩 挨挵挸挩

捛A0挨x挩, A0挨y挩捝|x0=y0 挽挰 挨挵挹挩

下面来考察A0, πi的正则对易关系：

捛A0挨x挩, πi挨y挩捝|x0=y0 挽 − 挱

m2
∂j,x捛πj挨x挩, πi挨y挩捝|x0=y0 挽 挰 挨挶挰挩

此外，我们还将会推导几个有用的对易关系：

捛 损A0挨x挩, A0挨y挩捝|x0=y0 挽 −∂x,i捛Ai挨x挩, A0挨y挩捝|x0=y0

挽
i

m2
∂x,i∂

i
xδ

(3)挨x− y挩 挨挶挱挩

捛 损Ai挨x挩, Aj挨y挩捝|x0=y0 挽 捛− 挱

m2
∂i∂kπ

k挨x挩− πi, Aj挨y挩捝|x0=y0

挽 igijδ(3)挨x− y挩− 挱

m2
∂ix∂k,x捛π

k挨x挩, Aj挨y挩捝|x0=y0

挽 igijδ(3)挨x− y挩 挫
挱

m2
∂ix∂k,xig

jkδ(3)挨x− y挩

挽 i挨gij 挫
挱

m2
∂ix∂

j
x挩δ

(3)挨x− y挩 挨挶挲挩

捛 损A0挨x挩, Ai挨y挩捝|x0=y0 挽 ∂x,j 捛A
j挨x挩, Ai挨y挩捝|x0=y0 挽 挰 挨挶挳挩

捛 损Ai挨x挩, A0挨y挩捝|x0=y0 挽 捛− 挱

m2
∂i∂kπ

k挨x挩− πi, A0捝 挽 挰 挨挶挴挩

捛 损Ai挨x挩, 损Aj挨y挩捝|x0=y0 挽 挰 挨挶挵挩

捛 损A0挨x挩, 损A0挨y挩捝|x0=y0 挽 挰 挨挶挶挩

挨挶挷挩

其中，我们利用了以下关系：

πi 挽 ∂iA0 − 损Ai

⇒ 损Ai 挽 ∂iA0 − πi

⇒ 损Ai 挽 − 挱

m2
∂i∂jπ

j − πi 挨挶挸挩
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综合起来，就是： 

捛Ai挨x挩, πj挨y挩捝|x0=y0 挽 igijδ(3)挨x− y挩

捛A0挨x挩, πi挨y挩捝|x0=y0 挽 挰

π0 挽 挰

捛Ai挨x挩, Aj挨y挩捝|x0=y0 挽 捛πµ挨x挩, πν挨y挩捝|x0=y0 挽 挰

捛A0挨x挩, A0挨y挩捝|x0=y0 挽 挰

捛A0挨x挩, Ai挨y挩捝|x0=y0 挽
igij

m2
∂x,jδ

(3)挨x− y挩

接下来，按照之前的方式挨挲挷挩，将场算符按照平面波展开：

Aµ挨x挩 挽

∫
d3p

挨挲π挩3
挱√
挲Ep

3∑
λ=0

εµλ挨a
λ
pe
−ip·x 挫 aλ†p e

ip·x挩 挨挶挹挩

可以发现，这里的展开形式和无质量情形完全已知。而由此时每个场分量之间固有的约束挨挵挲挩可

知，极化分量也会受到约束。

∂µA
µ 挽 挰

⇒
∫

d3p

挨挲π挩3
−i√
挲Ep

3∑
λ=0

pµε
µ
λ挨a

λ
pe
−ip·x − aλ†p eip·x挩 挽 挰

⇒ pµε
µ
λ 挽 挰 挨挷挰挩

则要求，极化矢量的四个分量中，只能有挳个是独立的。也就是说，极化矢量的四个基中，只

能有三个满足上述方程挨挷挰挩。所以，不妨假设第挱，挲，挳个极化满足这个约束，然后仍然以捺方

向作为动量方向kµ 挽 挨ω, 挰, 挰, k挩，则可以将这三个极化简单地表示为如下：

εµ1 挽 挨挰, 挱, 挰, 挰挩T , εµ2 挽 挨挰, 挰, 挱, 挰挩T , εµ3 挽 挨
k

m
, 挰, 挰,

ω

m
挩T 挨挷挱挩

为了满足极化矢量之间的正交归一条件，我们可以要求：

εµ0 挽 挨
ω

m
, 挰, 挰,

k

m
挩T 挨挷挲挩

那么，我们可以证明如下的完备性条件成立：

grrεµr ε
ν
r 挽 gµν , r 挽 挰, 挱, 挲, 挳

⇒ −
3∑
r=1

εµr ε
ν
r 挫 εµ0 ε

ν
0 挽 gµν

⇒ −
3∑
r=1

εµr ε
ν
r 挫

kµkν

m2
挽 gµν

⇒
3∑
r=1

εµr ε
ν
r 挽 −挨gµν −

kµkν

m2
挩 挨挷挳挩

则不难验证，kµ

3∑
r=1

εµr ε
ν
r 挽 −挨kν −

kµk
µkν

m2
挩
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⇒ kµ

3∑
r=1

εµr ε
ν
r 挽 −挨kν −

k2kν

m2
挩 挽 挰 挨挷挴挩

所以和之前一样，我们可以只选择这三个物理的，独立的极化作为场算符中的极化求和

项，将场算符写为如下：

Aµ挨x挩 挽

∫
d3p

挨挲π挩3
挱√
挲Ep

3∑
i=1

εµi 挨a
i
pe
−ip·x 挫 ai†p e

ip·x挩

挽

∫
d3p

3∑
i=1

εµi 挨a
i
pφp挨x挩 挫 ai†p φ

∗
p挨x挩挩 挨挷挵挩

利用平面波基的正交归一条件，我们可以解出产生湮灭算符：将上式的左右两侧分别作

用
∫
d3x挨挫i挩

←→
∂0 φ

∗
p′挨x挩则有：∫
d3xAµ挨挫i挩

←→
∂0 φ

∗
p′挨x挩 挽

∫
d3p

3∑
i=1

εµi a
i
p

∫
d3xφp挨x挩挨挫i挩

←→
∂0 φ

∗
p′挨x挩

⇒
∫
d3xAµ挨挫i挩

←→
∂0 φ

∗
p′挨x挩 挽

∫
d3p

3∑
i=1

εµi a
λ
p挨−

挱

挨挲π挩3
挩δ挨p− p′挩

⇒
3∑
i=1

εµi a
i
p 挽 挨挲π挩3

∫
d3xφ∗p′挨x挩挨挫i挩

←→
∂0A

µ 挨挷挶挩

上式两边我们同时乘以量εsµ我们可以解出ap，其中，我们将会用到极化矢量之间的正交归一

条件：

εsµε
µ
s′ 挽 −δss′ , s 挽 挱, 挲, 挳 挨挷挷挩

所以：

εsµε
µ
i a

i
p 挽 挨挲π挩3

∫
d3xεsµφ

∗
p挨x挩挨挫i挩

←→
∂0A

µ

⇒ − δsiaip 挽 挨挲π挩3
∫
d3xεsµφ

∗
p挨x挩挨挫i挩

←→
∂0A

µ

⇒ asp 挽 −挨挲π挩3
∫
d3xεsµφ

∗
p挨x挩挨挫i挩

←→
∂0A

µ 挨挷挸挩

然后，我们可以具体的写出湮灭算符的表示：

asp 挽 −挨挲π挩3
∫
d3xεsµφ

∗
p挨x挩挨挫i挩

←→
∂0A

µ 挽 −
∫
d3xεsµ

ieip·x√
挲Ep

挨 损Aµ − iEpA
µ挩

挽

∫
d3x
−ieip·x√

挲Ep

挨−εs0
挱

m2
∂jπ

j − 挱

m2
εsi∂

i∂jπ
j − εsiπi − iEpεs0A

0 − iεsiEpA
i挩 挨挷挹挩

类似的，产生算符也可以写出，如下：

a†sp 挽 挨挲π挩3
∫
d3xεsµφp挨x挩挨挫i挩

←→
∂0A

µ 挽

∫
d3xεsµ

ie−ip·x√
挲Ep

挨 损Aµ 挫 iEpA
µ挩

挽

∫
d3x

ie−ip·x√
挲Ep

挨−εs0
挱

m2
∂jπ

j − 挱

m2
εsi∂

i∂jπ
j − εsiπi 挫 iEpεs0A

0 挫 iεsiEpA
i挩 挨挸挰挩
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然后，我们将会试图推导它们的对易关系：

捛asp, a
†
s′p′ 捝 挽

∫
d3xd3x′

−ieip·x√
挲Ep

ie−ip
′·x′√

挲Ep′
εsµεs′ν 捛 损A

µ − iEpA
µ, 损Aν 挫 iEp′Aν 捝

挽

∫
d3xd3x′

−ieip·x√
挲Ep

ie−ip
′·x′√

挲Ep′
挨捛−εs0

挱

m2
∂jπ

j − 挱

m2
εsi∂

i∂jπ
j − εsiπi − iEpεs0A

0 − iεsiEpA
i,

− εs′0
挱

m2
∂j′π

j′ − 挱

m2
εs′i′∂

i′∂j′π
j′ − εs′i′πi

′
挫 iEp′εs′0A

0 挫 iεs′i′Ep′Ai
′
捝挩

挽

∫
d3xd3x′

−ieip·x√
挲Ep

ie−ip
′·x′√

挲Ep′
挨−εs0

挱

m2
∂j,xiεs′i′Ep′ 捛πj挨x挩, Ai

′
挨x′挩捝− 挱

m2
εsi∂

i,x∂j,xiεs′i′Ep′ 捛πj挨x挩, Ai
′
挨x′挩捝

− εsiiεs′i′Ep′ 捛πi挨x挩, Ai
′
挨x′挩捝− iEpεs0iεs′i′Ep′ 捛A0挨x挩, Ai

′
挨x′挩捝

挫 iεsiEpεs′0
挱

m2
∂j′x′ 捛Ai挨x挩, πj

′
挨x′挩捝 挫 iεsiEp

挱

m2
εs′i′∂

i′

x′∂j′,x′ 捛Ai挨x挩, πj
′
挨x′挩捝 挫 iεsiEpεs′i′ 捛A

i挨x挩, πi
′
挨x′挩捝

− iεsiEpiEp′εs′0捛A
i挨x挩, A0挨x′挩捝挩

挽

∫
d3xd3x′

−ieip·x√
挲Ep

ie−ip
′·x′√

挲Ep′
挨挫εs0

挱

m2
∂j,xiεs′i′Ep′igi

′jδ挨x− x′挩 挫
挱

m2
εsi∂

i,x∂j,xiεs′i′Ep′igi
′jδ挨x− x′挩

挫 εsiiεs′i′Ep′igii
′
δ挨x− x′挩− iEpεs0iεs′i′Ep′

i

m2
∂i

′

x δ挨x− x′挩

挫 iεsiEpεs′0
挱

m2
∂j′x′igij

′
δ挨x− x′挩 挫 iεsiEp

挱

m2
εs′i′∂

i′

x′∂j′,x′igij
′
δ挨x− x′挩 挫 iεsiEpεs′i′ig

ii′δ挨x− x′挩

挫 iεsiEpiEp′εs′0
i

m2
∂ix′δ挨x− x′挩挩

挽

∫
d3xd3x′

−ieip·x√
挲Ep

ie−ip
′·x′√

挲Ep′
挨−gi

′jεs0εs′i′
挱

m2
∂j,xEp′δ挨x− x′挩− gi

′jεs′i′εsi
挱

m2
∂i,x∂j,xEp′δ挨x− x′挩

− gii
′
εsiεs′i′Ep′δ挨x− x′挩 挫 εs0εs′i′EpEp′

i

m2
∂i

′

x δ挨x− x′挩

− gij
′
εsiεs′0Ep

挱

m2
∂j′x′δ挨x− x′挩− gij

′
εsiεs′i′Ep

挱

m2
∂i

′

x′∂j′,x′δ挨x− x′挩− gii
′
εsiεs′i′Epδ挨x− x′挩

− εs′0εsiEpEp′
i

m2
∂ix′δ挨x− x′挩挩

挽

∫
d3xd3x′

−ieip·x√
挲Ep

ie−ip
′·x′√

挲Ep′
挨−gi

′jεs0εs′i′
i

m2
pjEp′δ挨x− x′挩 挫 gi

′jεs′i′εsi
挱

m2
pipjEp′δ挨x− x′挩

− gii
′
εsiεs′i′Ep′δ挨x− x′挩− εs0εs′i′EpEp′

挱

m2
pi

′
δ挨x− x′挩

挫 gij
′
εsiεs′0Ep

i

m2
p′j′δ挨x− x′挩 挫 gij

′
εsiεs′i′Ep

挱

m2
p′i

′
p′j′δ挨x− x′挩− gii

′
εsiεs′i′Epδ挨x− x′挩

− εs′0εsiEpEp′
挱

m2
p′iδ挨x− x′挩挩

挽

∫
d3x

ei(p−p
′)·x√

挲Ep

挱√
挲Ep′

挨−gi
′jεs0εs′i′

i

m2
pjEp′ 挫 gi

′jεs′i′εsi
挱

m2
pipjEp′

− gii
′
εsiεs′i′Ep′ − εs0εs′i′EpEp′

挱

m2
pi

′

挫 gij
′
εsiεs′0Ep

i

m2
p′j′ 挫 gij

′
εsiεs′i′Ep

挱

m2
p′i

′
p′j′ − gii

′
εsiεs′i′Ep

− εs′0εsiEpEp′
挱

m2
p′i

挽

∫
d3x

ei(p−p
′)·x√

挲Ep

挱√
挲Ep′

挨−εs0εs′i′
i

m2
pi

′
Ep′ 挫 εs′i′εsi

挱

m2
pipi

′
Ep′ − εsiεis′Ep′ − εs0εs′i′EpEp′

挱

m2
pi

′
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挫 εsiεs′0Ep
i

m2
p′i 挫 εsiεs′i′Ep

挱

m2
p′i

′
p′i − εsiεis′Ep − εs′0εsiEpEp′

挱

m2
p′i

挽 挨挲π挩3δ(3)挨p− p′挩
挱

挲Ep

挨−εs0εs′i′
i

m2
pi

′
Ep 挫 εs′i′εsi

挱

m2
pipi

′
Ep − εsiεis′Ep − εs0εs′i′E2

p

挱

m2
pi

′

挫 εsiεs′0Ep
i

m2
pi 挫 εsiεs′i′Ep

挱

m2
pi

′
pi − εsiεis′Ep − εs′0εsiE2

p

挱

m2
pi挩 挨挸挱挩

而上式可以进一步写成下式：

捛asp, a
†
s′p′ 捝 挽 挨挲π挩3δ(3)挨p− p′挩

挱

挲Ep

挨−εs0εs′i′
i

m2
pi

′
Ep 挫 εs′i′εsi

挲Ep

m2
pipi

′
− εs0εs′i′E2

p

挱

m2
pi

′

挫 εsiεs′0Ep
i

m2
pi − εs′0εsiE2

p

挱

m2
pi − 挲εsiε

i
s′Ep挩

挽 挨挲π挩3δ(3)挨p− p′挩
挱

挲Ep

挨−εs0εs′0
i

m2
p0Ep 挫 εs′0εs0

挲Ep

m2
p0p0 − εs0εs′0E2

p

挱

m2
p0

挫 εs0εs′0Ep
i

m2
p0 − εs′0εs0E2

p

挱

m2
p0 − 挲εsiε

i
s′Ep挩

挽 挨挲π挩3δ(3)挨p− p′挩
挱

挲Ep

挨εs′0εs0
挲Ep

m2
p0p0 − 挲εs0εs′0E

2
p

挱

m2
p0 − 挲εsiε

i
s′Ep挩

挽 挨挲π挩3δ(3)挨p− p′挩挨εs′0εs0
挱

m2
p0p0 − εs0εs′0Ep

挱

m2
p0 − εsiεis′挩

挽 −挨挲π挩3δ(3)挨p− p′挩εsiε
i
s′ 挨挸挲挩

而对于第挱，挲，挳个极化矢量，它满足正交归一关系，所以有：

捛asp, a
†
s′p′ 捝 挽 挨挲π挩3δ(3)挨p− p′挩δss′ 挨挸挳挩

我们可以使用同样的方法推导出另外的两个生灭算符的对易关系，所以总的对易关系如

下：

捛asp, a
†
s′p′ 捝 挽 −gss′挨挲π挩3δ(3)挨p− p′挩 挨挸挴捡挩

捛asp, as′p′ 捝 挽 挰 挨挸挴换挩

捛a†sp, a
†
s′p′ 捝 挽 挰 挨挸挴捣挩

由于s, s′只可以取挱，挲，挳所以对易关系总是大于挰的，不同于无质量场，这里的符号是没有问

题的。

至此，有质量矢量场的正则量子化已经完成。

2.2 能量的计算

首先，πi 挽 F i0 挽 ∂iA0 − 损Ai 挽 −∂
i∂jπ

j

m2
− 损Ai

而且，已经有π0 挽 挰 挨挸挵挩

所以，我们可以将哈密顿密度写出如下：

H 挽 πµ 损Aµ − L 挽 − 损Aµ 损Aµ 挫
挱

挲
挨 损Aµ 损Aµ −∇Aν · ∇Aν挩−

挱

挲
m2
AAµA

µ

挽 −挱

挲
挨 损Aµ 损Aµ 挫∇Aν · ∇Aν挩−

挱

挲
m2
AAµA

µ 挨挸挶挩
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这个哈氏密度的前半部分和无质量矢量场的部分一致，所以哈密顿量可以写出如下：

H 挽

∫
d3xH

挽 −挱

挲

∫
d3x

d3pd3q

挨挲π挩6
√

挴EpEq

3∑
r=1

3∑
s=1

εµr εsµ{捛−EpEq − p · q捝挨arpe−ip·x − ar†p eip·x挩挨asqe−iq·x − as†q eiq·x挩

挫m2
A挨a

r
pe
−ipẋ 挫 ar†p e

ip·x挩挨asqe
−iq·x 挫 as†q e

iq·x挩}

挽 −挱

挲

∫
d3x

d3pd3q

挨挲π挩6
√

挴EpEq

3∑
r=1

3∑
s=1

εµr εsµ{捛−EpEq − p · q捝

挨arpa
s
qe
−i(p+q)·x − arpas†q e−i(p−q)·x − ar†p asqe−i(p−q)·x 挫 ar†p a

s†
q e

i(p+q)·x挩

挫m2
A挨a

r
pa

s
qe
−i(p+q)·x 挫 arpa

s†
q e
−i(p−q)·x 挫 ar†p a

s
qe
−i(p−q)·x 挫 ar†p a

s†
q e

i(p+q)·x挩}

挽 −挱

挲

∫
d3p

挨挲π挩3挲Ep

3∑
r=1

3∑
s=1

εµr εsµ{挨−E2
p 挫 p2挩挨arpa

s
−pe

−2iEpt 挫 ar†p a
s†
−pe

2iEpt挩− 挨E2
p 挫 p2挩挨ar†p a

s
p 挫 arpa

s†
p 挩

挫m2
A捛挨a

r
pa

s
−pe

−2iEpt 挫 ar†p a
s†
−pe

2iEpt挩 挫 挨ar†p a
s
p 挫 arpa

s†
p 挩捝}

挽
挱

挲

∫
d3p

挨挲π挩3挲Ep

3∑
r=1

3∑
s=1

εµr εsµ{挨E2
p 挫 p2挩挨ar†p a

s
p 挫 arpa

s†
p 挩 挫m2

A挨a
r†
p a

s
p 挫 arpa

s†
p 挩}

挽

∫
d3p

挨挲π挩3挲Ep

3∑
r=1

3∑
s=1

εµr εsµ挨E
2
p挩挨a

r†
p a

s
p 挫 arpa

s†
p 挩

挽
挱

挲

∫
d3p

挨挲π挩3

3∑
r=1

3∑
s=1

εµr εsµEp挨a
r†
p a

s
p 挫 arpa

s†
p 挩

挽
挱

挲

∫
d3p

挨挲π挩3

3∑
r=1

3∑
s=1

δrsEp挨a
r†
p a

s
p 挫 arpa

s†
p 挩

挽
挱

挲

∫
d3p

挨挲π挩3

3∑
r=1

Ep挨a
r†
p a

r
p 挫 arpa

r†
p 挩

挽
挱

挲

∫
d3p

挨挲π挩3

3∑
r=1

Ep挨a
r†
p a

r
p 挫 ar†p a

r
p 挫 挨挲π挩3δ(3)挨挰挩挩

挽

∫
d3p

挨挲π挩3

3∑
r=1

Epa
r†
p a

r
p 挨挸挷挩

其中，我们忽略了真空零点能，并且应用了质能关系E2
p 挽 m2 挫 p2最终得到了合理的结论。

3 总结与其他

本次调研小论文中，笔者主要进行了无源，真空自由矢量场的正则量子化的调研，其中

笔者把主要的过程进行了详尽的推演，所以对正则量子化确实有了进一步的理解和掌握。场

的量子化我觉得是一个很有意思的主题，中间涉及了丰富的物理思想。

最后，笔者在这里对高道能老师进行由衷的感谢，他在课堂上的讲解很具有启发性，大

大加深了我对量子场论的理解。
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本次调研报告由捌捡捴捥捸排版。
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